Année académique 2023-2024
PHYS-F432 — THEORIE DE LA GRAVITATION
— Troisiéme séance d’exercices —

connexions et tenseur de Riemann

« Aide-meémoire »

1 Transport paralléle et connexions

Soit X € X(M) un champ de vecteurs sur une variété M. Dans une carte locale, on définit le transport
paralleéle de X du point P (de coordonnées z%) vers le point P’ € M (de coordonnées % + X) comme (P et
P’ sont supposés infinitésimalement proches) :

X*(x+3%) = X%x) —T§,(2) X’ (2)27.

Ceci nous permet de définir la dérivée covariante de X dans la direction Y :
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Tout ceci coincide bien avec la définition formelle d’une connexion affine donnée au cours. Plus généralement, la
dérivée covariante d’un tenseur 7' de rang (m, n) dans la direction 9., est notée V,T'. Ses composantes sont
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Sur une variété (pseudo-)Riemannienne, I’unique connexion métrique (c-a-d qui préserve le produit scalaire défini
par la métrique) et sans torsion (c-a-d I'g, = I'Jp) estla connexion de Levi-Civita. Ses coefficients de connexion
sont parfois appelés symboles de Christoffel et sont donnés par

1
F,ij = §gu)\(6l/gp)\ + 8pgu)\ - aAgup)'

En un point donné, on peut toujours annuler ces coefficients par un choix de coordonnées approprié.

2 Tenseur de Riemann
Le tenseur de Riemann est défini comme 1’application

R:X(M) x X(M) x X(M) = X(M)
: (X,KZ) — R(Z,X, Y) = VxVyZ —-VyVxZ — V[X’y]Z,

Dans une carte locale, ses composantes sont
R 5, = 03T + T Th, — (8 ).
Quelques propriétés :
Ra[ﬂ'yé = R'y&lﬂ = 7Rﬁo¢'y§ = 7R0455’ya Ra[gfy(s] =0, v[uRaﬁ]'yé =0.

Interprétation géométrique du tenseur de Riemann : c.f. cours et exercices.
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